Kako
tlakujejo
matematiki

V lanski novembrski stevilki
revije ZIT smo lahko prebrali
zanimiv sestaveko
kvazikristalih. V njem je bil
omenjen Roger Penrose
(roj. 1931), znani angleski
matematik in fizik, specialist
za relativnostno in kvantno
teorijo ter sodelavec
znamenitega Stephena
Hawkinga. Najbrz bo za
bralce zanimivo izvedeti kaj
ve¢ o njegovem, pa tudio
drugih tlakovanjih ravnine in
o matemati¢nem ozadju tega
pocetja.
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blaganje tal in sten z barvnilvr}i kamfinékl

ali ploS¢icami je zelo star nain okraseva-
nja prostora. Od starih narodov so to ornamen-
tiko najve¢ uporabljali Egipani, od njih pa so
jo prevzeli Arabei, ki so jo 1‘§1zv111 skoraj do po-
polnosti, saj so ornamenti edino dovoljeno
okrasje v moSejah. _ '

Prav do danadnjih dni pa se je oh_ram}o obla-
ganje tal s plodcicami pravilnithl_ahk ali tesela-
cija (lat. tessera = znamka, ploscica ali kamni-
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Primara islamskih vzorcev
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ta kocka, kajti prva tlakovanja so bila najbr7 s
kockami). =1

7a matematike so posebej zammiva tla}kova-
nja s plog&icami, ki imajo obliko pravilnega
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Trije primeri regularnih Hokovani (zgnm])_ ’
in osem primeroy polregulamih tlakovani (spodaj)
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Tlokevanje 3.3.4.3.4 in dualno Hokovanie z »nepravilnimi« S-kotniki

veckotnika. Teh tlakovanj je natancno 11; tri so
regularna, ko ravnino pokrijemo s skladnimi
n-kotniki, 8 pa je polregularnih ali arhimed-
skih. Ce ho¢emo ravnino prekriti s skladnimi
pravilnimi n-kotniki, mora biti notranji kot pra-
vilnega n-kotnika delitelj polnega kota. Vsota
notranjih kotov n-kotnika je (n — 1)180 °, zato
iS€emo tiste vrednosti n, za katere je k = 2n/
(n—2)=2+4/(n-2) naravno $tevilo. To pa ve-
ljale za n =3, 4 in 6. Regularna pokritja so to-
rej mogoda le z enakostraniénimi trikotniki,
kvadrati in pravilnimi 6-kotniki. Ozna¢imo jih
$3.3.3.3.33, 4.4.4.4 in 6.6.6; ta zapis pomeni,
koliko in kateri pravilni liki obkroZajo poljub-
no izbrano sticno tocko likov. Za dokaz polre-
gularnih tlakovanj je treba imeti precej ved ma-
tematiCnega znanja, npr. refevanje diofantskih
enach, zato samo poglejmo, katera so ta tlako-
vanja in kak$ne so njihove oznake.

Vsakemu od regularnih in polregularnih tla-
kovanj lahko priredimo dualno tlakovanje tako,
da poveZemo sredi¥ca obstojecih likov. Zani-
mivo pri tem je, da regularnim tlakovanjem us-
trezajo regularna dualna tlakovanja: enakostra-
nicnim trikotnikom pravilni 6-kotniki in obrat-
no, kvadratom pa kvadrati (re¢emo, da je mno-
Zica regularnih tlakovanj za to transformacijo
algebrsko zaprta). MnoZica polregularnih tla-

Tlakovanje
»kairo«

kovanj nima te lastnosti, pa¢ pa dobimo z dual
nostjo & novih zanimivih tlakovanj: npr. tlako
vanju 3.3.3.3.6 ustreza t. i. tlakovanje »kairo«
(po ornamentiki, znani iz Egipta), tlakovanju
3.3.4.3.4 pa tlakovanje z »nepravilnimi« 5-kot-
niki.

Tlakovanja so bila
vedno tudi predmet
rekreaciiske
matematike. Tako
s0 78 v 70. lefih
iskali pokiitia
raving s skladnimi
S-kotniki.

Do nedavna je bilo
znanih 14
primerov: poleg
»kaira« Se nekateri
zelo zanimivi,
enega od njih je
nasla celo neka
| gospodinja iz Son
Diega.

Ravnino je mogote na veliko natinov pokriti tudi z enakimi
provilnimi liki, ki niso sklodni in se ne stikajo z oglisti, ali po 2
dvema ozirma vet vrstami skludnih lkov (pruvi\ni% ali neprovil
nih, konveksnih ali nekonveksnih), ki se ne stikajo z ogliséi.
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Tlakovanje je periodicno, Ce je neobcutljivo
na vzporedni premik oz. se pri vzporednem
premiku slika ponovi (se preslika vase). Od
omenjenih tlakovanj so periodi¢na vsa regular-
na in polregulrana tlakovanja.

Penrose je za svoje tlakovanje ravnine upo-
rabil dve vrsti plo§cic: »sulico« in »zmaja«.
Sulica je deltoid, sestavljen iz dveh zlatih tri-
kotnikov BCE, zmaj pa iz dveh zlatih trikotni-
kov BEA. Enaka trikotnika vsakokrat oblikuje-
ta deltoid (en konveksni in en nekonveksni),
oba deltoida pa sestavljata romb s kotom 72 °
med osnovnim in stranskim robom.
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Zlati trikotnik je treba nekoliko podrobne- ‘
je razloziti. Gre namre¢ za enakokraki tri-
kotnik, katerega osnovnica in krak sta v
zlatem rezu, Razdeliti dano daljico v zla-
tem rezu pomeni poiskati tocko na daljici
tako, da je razmerje celote proti vecjemu
delu enako razmerju veé-
jega dela proti manjSemu.
Iz opisanega sorazmerja
(a+b):a=a:bdobi-
mo kvadratno enacbo

@ —ab—b*=0. Enac-
bo delimo z b* in
kvocient e/b ozna-
¢imo s P. Pozitiv-
no reditev te enac-
be @ = (1 +5)/2,
kar je priblizno
1,618, imenuje-
mo razmersko
Stevilo zlatega P

ez, Lot trikotnika
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Stevilo @ s pri tem tlakovanju pojavi $e en-
krat. Razmerje med $tevilom sulic in Stevilom
zmajev je namre¢ priblizno enako 1,6, oziroma
&e bi hoteli prekriti neskonéno ravnino, bi bilo
to razmerje natancno enako P.

Tlakovanje s sulico in zmajem je lahko pe-
riodico ali neperiodi¢no. Za slednje se moramo
drZati posebnih pravil. Pri tem nam pomagajo
posebne oznake na ploi€icah, Na vsako plod¢i-
co nariemo moder in rde¢ lok. Ce hocemo se-
staviti neperiodi¢no tlakovanje, moramo plos-
Cice postavljati tako, da vedno staknemo modra
loka (s tem dobimo modro krivuljo), ali rdeca
loka (s tem dobimo rdeco krivuljo). Neperio-
di¢no tlakovanje z zmaji in sulicami, ki ga je
skonstruiral Penrose, je odlien dvedimenzio-
nalni model 3-$tevne simetrije, ki se je pokaza-
la pri sipanju Zarkov X na hitro ohlajeni zlitini
aluminija in mangana, po enem od iznajditeljev
imenovani Sehtmanit. To odkritje je leta 1984
poruilo najstarejse in najtrdnejde teoreme kri-
stalografije. Nadaljnja raziskovanja mikro-
strukture te zlitine so pokazala, da ni niti kri-
stalna niti popolnoma amorfna, zato so jo poi-
menovali kvazikristalna.

Kasneje je Penrose omenjeno neperiodicno
tlakovanje izboljdal tako, da je za ploScice iz-
bral dva druga¢na romba: prvi ima med strani-
cama ostri kot 36 °, drugi pa kot 72 ©.

Tudi to tlakovanje ima 5-8tevno simetrijo, ki
se pokaZe, ¢e oznacimo rombe vzdolZ vzpored-
nih, skoraj enako razmaknjenih premic. Obsta-
ja namre¢ 5 druZin takih snopov premic, ki se
sekajo pod koti, ki so veckratniki kota 72 °.

Poleg nenavadne simetrije pa Penrosovo tla-
kovanje skriva S dve vesti praviladh 10-kotni-
kov, ki se delno prekrivio,

Vsaka plodc¢ica lei v enem od takih dveh
10-kotnikov, za¢uda pa je razmerje §tevila enih
in drugih spet enako razmerju zlatega reza @.

Raziskovanje kvazikristalov se nadaljuje.
Leta 1992 sta znanstvenika P. W. Stephen in A,
I. Golberg porocala o novi zlitini aluminija, ba-
kra in Zeleza, ki kaZe isto simetrijo kot Penro-
sovo neperioditno tlakovanje.

Ornamentika in tlakovanje sta vedno zani-
mala tudi umetnike. Nekateri so v svojih delih
le omilili strogost vzorcev, drugi pa so 3li v
svojih prijemih precej dlje. Najbrz je najbolj
znan med njimi Maurits Comnelis Escher
(1898-1972). Razvijal se je v izvrstnega kraji-
narja, dokler ni leta 1936 obigkal mavrskega
dvorca Alhambra v Kordovi v Spaniji. Ta ga je
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tiko tako navdu-
bdy sl da je zadel
resno preucevali
geometrijske
vzorce in tlako-
vanja ravnine ter
popoelnoma pre-
nehal s prejs-
njim  nacinom
slikanja.

»hoskontnoste

Zopleteni, ponavljajoti se
okrasni vzorci na sfench
kraljevih kopeli v
Alhambri

Escher je pri svojih, danes zamenitih grali
kah uporabljal toge geometrijske transformaci
je: vzporedni premik, vrtenje in zrcaljenje, v
nekaterih slikah pa je s postopno osvoboditvijo
od strogih oblik na nek naéin upodobil ne
skoncénost.

Primor franstacijo, rotaclo in zicaljonja v Escharjovih »Labadile




