V ritmu Fibonaccija

Na ofokih indonezijskega arhipelaga Zivi peti najstevilénejsi
narod na svetu. Kljub nepovezanosti ozemlja in mnogim
regionalnim posebnostim prebivalce Indonezije druzi posebna
fradicionalna glasbena zvrst - gamelanski ritmi. Veliko mlajsi,
a kijub temu star Ze priblizno 100 let, je podoben ritem, ki ga
je proslavil Scott Joplin s skladbo Maple Leaf Rag, pojavija pa
se tudi pri skladateljih resne glasbe. Vzorci teh ritmov so
zanimivi za pesnike in glasbenike, pa tudi za matematike,
saj so neverjefno v sorodu s ¢leni Fibonaccijevega zaporedja.

v
gamelanska

Ceprav je

glasba starejSa kot slav-
ni srednjeveski matematik
Fibonacci, za¢nimo pri sled-
njem. Ze iz imena je mogoce
sklepati, da je bil Fibonacci
oziroma Leonardo Pisano
(1180-1250) doma iz itali-
Jjanske Pise in da se je rodil
o¢etu Bonacciju (lat. filius
Bonacci — Bonaccijev sin).
Oce Bonacci je bil trgovec in
nekaj Casa celo upravitelj tr-
govske postojanke v Bugiji v
- Alziriji. Ker je na potovanja
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mal svojega sina, je ta pri-
Sel v stik z arabskimi tr-
govci in ulenjaki, prek
njih pa tudi z indijskim na-
¢inom pisanja Stevil. Spoz-
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Vera in Gregor Pavli¢

nal je njegovo vrednost in le-
ta 1202 napisal knjigo Liber
Abaci (Knjiga o racunanju),
ki pa seveda ne opisuje racu-
nanja s klasi¢nim ra¢unalom
abakom, kot bi kdo lahko
sklepal po naslovu. Ta knjiga
na 459 straneh (ohranjena je
druga izdaja iz leta 1228) je
indijskim $tevkam odprla pot
v srednjevesko Evropo, Ce-
prav so jih v celoti sprejeli
Sele v 16. stoletju.

V omenjeni knjigi je Fibo-
nacci zapisal tudi znamenito
nalogo o zajckih. Denimo, da
en mesec star par zajcev $e ni
dovolj zrel, da bi imel potomce. Po dveh me-
secih in vsak mesec kasneje pa ta par in pari
potomcev spravijo na svet po en par zajckov
razliCnega spola. Koliko parov zajckov je na
svetu po posameznih mesecih?

Fibonacci oz. Leonardo Pisano

(1180-1250)

S { Stevilo parov zajckov
o . ‘@) .
S’l:_jg; po posameznih mesecih

I oblikuje zaporedje stevil:

WY 1,1,2,3,5,8,13,
AN

21, 34, 55, 89, 144,
233,277, ...

februar 2002 e Zivlienje in tehnika 35




Na zacetku prvega meseca je na svetu
oCitno en sam par, na zacetku drugega mese-
cu $e vedno en sam par, po dveh mesecih dva
para (prvi par je prvi¢ imel potomca), po treh
mesecih trije pari - najstarejSi par je spet
imel par potomceyv, drugi par pa Se ni bil zrel
za to, itn. Nadaljnji razvoj zaj¢je druZine si
raje poglejmo na sliki.

Zaporedje Stevil zajCjih parov po posa-
meznih mesecih (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,
55, 89, 144, 233, 277, ...) lahko zapiSemo tu-
di z rekurzivno formulo F, . ,=F, +F,__, pri
¢emer je F, = 1, F, = 1. Nobenega podatka ne
poznamo, iz katerega bi lahko sklepali, da je
Fibonacci kaj bolj natan¢no raziskoval to za-
poredje. Pa¢ pa je to zaporedje (ko Se ni ime-
lo tega imena) vzbudilo zanimanje franco-
skega matematika Edouarda Lucasa
(1841-1891), sicer strokovnjaka za teorijo
stevil in ljubitelja rekreacijske matematike.
Zamislil si je zaporedje s podobno strukturo
(1,3,4,7,11, 18, 29, 47, 76, 123, ...), ki se
po njem imenuje Lucasovo zaporedje in ima
rekurzivno formulo L, , =L, + L, , pri Ce-
merjeL,=1,L,=3.

Opisani model razmnoZevanja zajckov je
le eden izmed mnogih modelov rasti, ki jih
zadnja desetletja proucujejo in razvijajo
biologi. Posebno pomemben med njimi je
Aristid Lindenmayer (1925-1989), ki je pr-
vo ¢rko svojega priimka posodil za oznako
t. 1. L-sistemov, kot se ti modeli rasti imenu-

jejo.

Podobno kot razvoj zajéje druZine lahko
opiSemo rast drevesa, kjer iz odrasle veje odze-
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Generacijsko drevo zajcje »druZine«
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ne nov poganjek, ki pa se mora naj-
prej razviti v odraslo vejo. Oba mo-
dela opiSemo z dvema praviloma:

1. Iz odraslega elementa O se raz-
vije nov potomec P.

2.1z potomca nastane nov odrasli
element.

Formalizirani L-sistem za naso
zaj¢jo druzino se tako glasi:
O—0O4+P
P —%0)
Temu modelu ustreza genera-
cijsko drevo, iz katerega lahko

preberemo Stevilo elementov
»druzine« po dolo€enem Stevilu
generacij.

In kak$na je povezava med Fi-
bonaccijevimi zajcki, poezijo in
glasbo? Pred priblizno sto leti je li-
merik — Saljiva 5-vrsti¢na pesmica
— postal ena najbolj priljubljenih
pesniskih oblik. Ker pa je v njeni
rahlo deformirani simetriji neka
prvinska privlacnost, je dobila po-

Primeri uporabe I-sistemov za raéunalnisko oblikovanie

drevesnih struktur
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membno mesto tudi v popularni
glasbi.




Priblizno v istem c{asu, natancno leta
1899, je Scott Joplin napisal in izdal zname-
nito skladbo Maple Leaf Rag, zmes zahodne
glasbene tradicije ter sinkopiranih ritmov
Afrike in JuZne Amerike. Izid znamenitega
regtajma (ragtima) je bil zacetek bliskovite-
ga vzpona pop(ularne) glasbe; ta je danes
najbrz edina planetarna vez, ki jo priznavajo
vsi ljudje sveta.

Limerik in regtajm imata zelo podobno
strukturo, ki jo lahko vidimo ter Se lazje sli-
Simo v porazdelitvi naglaSenih in nenaglase-

MnoZica je samopodobna oz. je fraktal, Ce je
kateri koli del mnozice geometrijsko podoben
celotni mnozici. Brokoli in cvetada sta lepa
naravna primera samopodobnih mnoZic.

nih zlogov. Ta ritmi¢na struktura vsebuje ele-
~ mente samopodobnosti — ali kot uceno rece-
jo matematiki: ima fraktalno strukturo.

Prisle so tri Zene med nas,
U- UuU —-uU U
hotele zapeti naglas
U-UuU-uU U -

0 svojih moZeh,
U-uU VU
ki viecejo meh,
U-Uu -

namesto na njivo bi §li.
U-u U -uu

(Mateja Gomboc)

Ta Saljiva pesmica je se-
stavljena 1z 34 zlogov, od kate-
rih je 21 naglaSenih (-) in 13
nenaglasenih (U). DaljSe vrsti-
ce imajo po 8 in krajSe po 5
zlogov, daljSe vsebujejo po 3
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naglaSene zloge in krajsi vrsti- R ‘
ci po 2 naglaSena zloga. Ko za- LYy
pisemo vsa napisana %tevvi?a od N_ | /
najmanjSega do najvedjega, L TL Tl
dobimo: 2, 3,5,8,13,21,34 NINITIN

oz. del Fibonaccijevega zapo-
redja.

Podobno sliko nam da tudi ritmi¢na struk-
tura prvih dveh taktov Scottove skladbe Ma-
ple Leaf Rag. Zgornji del partiture za klavir
se zacne z nepoudarjeno dobo, sledi poudar-
jena, nato spet dve nepoudarjeni in poudarje-
na. Isti vzorec se nato ponovi Se enkrat, fraza
pa se zakljuci z zaporedjem nepoudarjene,
poudarjene in nepoudarjene dobe. Ce si ri-
tem predstavimo grafi¢no, dobimo:

W-ULW -
U-uu -
Lt s

Od 13 zlogov je 8 nepoudarjenih in 5 pou-
darjenih, glasbena fraza pa vsebuje 3 vrstice,
od katerih sta 2 daljsi in 1 krajSa.

V besedilu omenjeni del notnega zapisa
Joplinove skladbe Maple Leaf Rag

Ko ta ritem primerjamo z ritmom limeri-
ka, ugotovimo, da je zelo podoben: v resnici
je le malo kraj3i pri dolZini vrstic in po njiho-
vem Stevilu. Tu se spet pojavi Ze prej ome-

njena samopodobnost ali fraktalna struk-

1 tura.
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Zelo podobno strukturo ima tudi sklad-
ba It ain’t necessarily 1z opere Porgy in
Bess Georgea Gershwina iz leta 1935. Ce-

prav ni nobenih dokazov, da je

— Gershwin premiS§ljeno
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Drevesna struktura za limerik (T je naglasen, L pa nenaglasen zlog).
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Indonezijski {ali tudi javanski] gongi imajo obliko ponve.

uporabil opisani ritmic¢ni vzorec, je bil v ti-
stem ¢asu najbrz neizogiben. Po svoje pa je k
temu lahko pripomogel tudi glasbeni peda-
gog Joseph Schillinger, ki je s svojimi deli
System of Musical Composition in The Mat-
hematical Basis of Arts (v tem omenja tudi
Fibonaccijevo zaporedje) mo¢no vplival na
ameriSke glasbenike prve polovice 20. sto-
letja in je bil tudi Gershwinov mentor.

Podobnost med limerikom in regtajmom,
pa tudi njuna fraktalna struktura se pokaze iz
obeh generacijskih dreves z istim pravilom
kot pri zajckih, le z drugo interpretacijo, ¢e
poudarjeno dobo oznacimo s T (tezka), ne-
poudarjeno dobo pa z L (lahka):

T—1L
L—L+T

Gamelanska glasba je prvotna glasba in-
donezijskega otoc¢ja. Sprva je spremljala pri-
pros$nje za dobro letino in obrede navezova-
nja stikov s predniki, v letih 500-1000 pa se
je moc¢no povezala s hinduizmom in budiz-
mom. Ohranila se je skozi dolga stoletja in
tako, kot ljudje povsod po svetu negujejo tra-
dicijo, tudi gamelansko glasbo gojijo 3¢ da-
nes. Zelo je priljubljena v Indoneziji, kjer se
je lahko ucijo v posebnih Solah, pa tudi dru-

Gamelansko glas-
bo 1zvajajo ansambli,
v katerih glasbeniki
igrajo gonge, bobne
in vCasih tudi meta-
lofone. Obicajni an-
sambel sestavlja 4-5
gongov, ki so uglaSe-
ni na razli¢ne tone,
ter 2 ali 3 bobni. V
vecjih ansamblih lah-
ko igra tudi do 30
glasbenikov.  An-
sambli se razlikujejo
po uglasitvi gongov
In po ritmu igranja.
Tradicionalna game-
lanska glasba je bila ritmi¢no enostavna. In-
strumenti z najvi§jo intonacijo so igrali naj-
hitreje oz. na vsako dobo, niZje uglaSeni in-
Strumenti vsako drugo dobo, Se niZje uglase-
ni vsako Cetrto dobo itn. Najvecji in najniZje
uglaseni gong je tako lahko zazvenel le vsa-
kih 16 ali 32 udarcev najvi§je uglaSenega
gonga. 7

Z leti se je ritmi¢na struktura bogatila, ta-
ko da je danes precej bolj zapletena. Za pri-
mer poglejmo ritmi¢no shemo igre ansambla
iz vzhodne Indonezije:

— gong vela zazveni na 2., 4., 6. in 8. dobo,
— gong uto-uto na 1., 3., 5. in 7. dobo,

— gong dherena 2., 3.,6.1in 7. dobo,

— prvi gong doa zazveni na 4. dobo,

— drugi gong doa pana?2., 5. in 8. dobo.

Struktura ritma se iz enostavnega (binar-
nega) pomika proti obrazcu, ki smo ga spoz-
nali Ze pri limeriku in regtajmu. Ce le dva
splos$na udarca — dolgo dobo D in pol kraj$o
kratko dobo K - definiramo s pomocjo for-
mule

K—D
DDk,

dobimo naslednjo ritmi¢no strukturo, ki jo

god po svetu. lahko igra 7 glasbenikov:
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" jo dobili, ée bi igralo

Znacilna zasedba gamelanskega ansambla

Ritmi¢na she-
ma je enaka, kot
smo jo spoznali
pri limeriku. V
njej lahko prepoz-
namo obliko pra-
vega drevesa.

Podoben razvoj
kot gamelanski rit-
mi je naredila tudi
evropska glasba.
Klasi¢na 4- ali 8-
taktna oblika, ki je

_ stoletja prevlado-
vala v evropski
glasbi in poeziji,
in v kateri so kom-

ponisti 4- ali 8-taktne fraze zlahka kombini-

rali v 16-taktne enote, se je na zacetku 20.

stoletja zacela rahljati. Muzikologi so Fibo-
naccijevo zaporedje in z njim moc¢no pove-
zan zlati rez odkrili pri znanih komponistih

Debussyju, Bartoku in Satieju. Ti so se pri

komponiranju precej naslanjali na narodno
glasbo oz. folkloro in na ta nacin skusali raz-
biti monotono binarno formo (2-, 4-, 8- in
16-taktne enote).

Na koncu omenimo e eno povezavo med

Drevesna struktura, ki bi

8 glasbenikov

g’ﬂ&. umd.edu/~ satu/ game/an/ (spletne strani, povezane z gamelansko glasho)

! www.gamelan.org/ (Ameriski insfitut za gamelansko glasho)
|

www.medieval.org/music/world/java. him/ (gamelanska glasha z otoka Jova)
www. fsu.edu/~ musicps/events/t gam.him/ (Univerza Florida; sola gamelanske glashe)

www.runasmekar.org/lisfen,hrml (posnetki gamelanske glashe)

;'0glﬂsemm'.co.id/ gamefan.hrml (fotografiie instrumentov za izvajanje gamelanske glashe)

glasbo in Fibo-
naccijevim za-
poredjem, ki je
vidna pri vseh
inStrumentih s
tipkami. Obi-
¢ajna tempori-
rana  durova
lestvica je se-
stavljena iz 12
tonov, med ka-
terimi so male sekunde (pol tona). Od npr.
tona ¢, do vklju¢no tona c, je torej 13 tipk; 8
je belih in 5 ¢rnih, ¢rne tipke pa so v skupi-
nah po 3 in 2.

Ena oktava obiéajne durove
lestvice (od tona C; do
tona Cy)

T4 4
/)
Loknun TERATIA

Caloita 150, 1000 [ubina
nak i

www.mes.surrey.ac.uk/Personal/R Knott/Fibonacci/fibinAri.him! (povezave med zlatim rezom, umetnostjo, arhitekturo in glasho)
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