Vera in Gregor Pavlic

sesplosni lov na velika prastevila ali

\ / GIMPS (angl. Great Internet Mer-
senne Prime Search) se je zacel pred

10 leti. Sprozil ga je George Woltman z brez-
pladnim programom na internetu in zaposlil
na tisoce osebnih ra¢unalnikov, ki nepreki-
njeno »meljejo« po ved mesecey ter na kon-
en morda uspejo - ali pa tudi ne, Program na
internetnem naslovu (abjavljen je v okvirckuo
ni koneu Clanka) temeli nn algoritmu, Kioga
_la lam 1990 uupllul Rluhnrd Crmdull._lr.vr-

nanstven

Iskanje velikih prastevil
Ze nekaj casa ni vee
zgolj domena
superracunalnikov in
ucenjakov z debelimi
naocniki. V lov se lnhie
vkljuci vsakdo, ki I
doma spodoben Y
racunalnik

s procesorjem I
Pentium 4 prilk/jugs
na medmrezje
— in to vse leto
ter 24 ur na dan,

Uspelo mu je podvafil
likih Stevil, ki se je
pri drugih problen
in patentiral poseh
friranja (angl R
tem), ki ga druzbn A
hitro ifrivanje in de
man je Crandalloy il
nalnidki strojni jesik 1@
uspesen projekt, GIMPS i
landu na Floridi in g prog:
osnovnih ol do univers,
dente navdusili za matenat
Lastnika  najnovejie

GIMPS st e, Curtis Co
Boone 7 druvno unlmu

vo prastevilo 230402457 _ q ¢
kar 9.152.052 $tevkami. Za-
radi bliZine magi¢nega Ste-
vila 10 milijonov $tevk je
postalo iskanje naslednje-
ga Mersennovega prate-
vila $e zanimivejie in (po
amerisko) ustrezno »fi-
nan¢no podprto«. Za na-
grado 100.000 amerigkih
dolarjev se najbrz ne bo tru-
dilo le okrog 1500 &lanov med-
narodnega internetnega
drustva  mersennforum.

org, Ceprav iskanje spomi-

nja na iskanje ivanke v kopici sena. Glede
na izkusnje imajo prav ¢lani tega dru¥tva ve-
like moZnosti, saj so od leta 1996 nasli devet
Mersennovih pragtevil — v povpre&iu po eno
na leto (vedina najditeljev je bila iz ZDA, po

neskonéno mnogo.

Dokaz tega izreka je eden pomembnej-
Sih v teorjji Stevil, hkrati pa toliko preprost,
da se ga udijo Ze gimnazijci v prvem letni-
ku. Temelji na dveh moznostih, ki se izklju-
Cujeta.

Dokazovanje zaénemo s predpostavko,
da je prastevil konéno mnogo - recimo k.
Ce Jih je konéno, jih lahko prestejemo in
razvrstimo po velikosti p;, p,, ps, ..., P
Potem tvorimo Stevilo I, ki je za 1 povecan
‘produkt vseh nastetih prastevil: N=p, - p, -
i 1 _To 3tevilo je ali sestavljeno ali
prastewlo Ce bi veljala druga moznost,
smo Ze prisli do protislovja, saj smo zadeli
s predpostavko, da je prastevil konéno
mnogo in vemo, da je p, najve&je med nji-
mi, Stevilo N pa je o€itno vecje. Edina mo3-
nost, ki nam ostane, je, da je /Y sestavljeno
stevilo. Ce to drZ, mora biti deljivo vsaj z
enim od prastevil p,, p,, ps, ..., p,. Tu pa
spet pride to teZav, saj pri deljenju Stevila /Y
s katerim koli znanim praStevilom izmed
P1: P2y P3y -+, Pi 0Stane 1. Tudi ta moZnost
nas je pripeljala v brezizhoden polozaj, zato
sklepamo, da jo bila predpostavka napacna
abratno: ce prastevil ni

8 Jo fzrek

Eratosten (275-194 pr. Kr.)

eden pa iz Francije, Nemdije,
Kanade in Anglije).

PRASTEVILA

PraStevila vznemirjajo
svet Ze poltretje tisoCletje.
Njihova definicija se glasi:
»PraStevila so naravna Stevila,
ki imajo samo dva delitelja: 1 in
sebe.« Vsa druga naravna $tevila,
ki so veCja od 1, imajo ved
kot dva delitelja in se ime-
nujejo sestavljena tevila.
Tako definicijo sta z neznatno razliko v zapo-
redju besed postavila slavna grika uéenjaka
Aristotel in Evklid. Slednji je tudi dokazal, da
Je prastevil neskonéno mnogo. Vsa prastevila,
manjSa od ne prevelikega naravnega $tevila, pa
Je znal poiskati Eratosten. Metoda se po njem
imenuje Eratostenovo refeto in je zelo prepro-
sta.

V nadaljevanju si oglejmo, kako najdemo
prastevila do 100. Najprej napifemo vsa na-
ravna §tevila od 1 do 100. Ko preértamo vsa
soda $tevila oziroma vse veckratnike §tevila
2 (prvo prastevilo), se seznam prepolovi. Pr-
vo nepreCrtano $tevilo je 3 in je naslednje
pradtevilo. Nato predrtamo vse veckratnike
Stevila 3, pri ¢emer se seznam spet znatno
skrajSa. Enako storimo pri naslednjih praite-
vilih 5 (preértamo Stevila 25, 35, 55, 65, 85
in 95), 7 (pre¢rtamo Stevila 49, 77 in 91) in
11. Ce smo vsaj malo vei¢i postevanke, vidi-
mo, da je preértavanja konec in da so vsa ne-
precrtana Stevila praStevila. Pravilo, ki sledi
iz te kratke vaje, se glast: za iskanje pratevil
do naraynega $tevila n je treba izvesti Erato-
stenov postopek do (na celo Stevilo zaokro-
Zenega) Stevila Vn.

MERSENNOVA PRASTEVILA

Marin Mersenne se je rodil leta 1588 v
majhnem francoskem mestu Qizé v delavski
druZini. Ze kot otrok je kazal neverjetno 7e-
ljo po uéenju, zato so ga stardi kljub pomanj-
Kanju poslali v iiolc. Pll ﬁeslmusuh e zapro-
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Prastevila do 100

mala $tudente ne glede na njihov finanéni
polozaj. Nakljudje je hotelo, da je isto Solo
obiskoval tudi 8 let mlaj&i genij Réné Des-
cartes, Ceprav se takrat po vsej verjetnosti ni-
sta poznala in sta postala prijatelja Sele pre-
cej kasneje. Na nadaljevanje $tudija se je od-
pravil v Pariz in se po enem dnevu bivanja
pri redovnikih fran¢iskanih — navdusen nad
videnim — odlo¢il stopiti v njihov red. Ko je
leta 1611 zakljucil $tudij teologije in filozo-
fije na College Royale in na Sorboni, je po-
stal ¢lan reda in bil leto kasneje posvecen v
uhovnika. S prvo zadolZitvijo je postal uci-
telj teologije in filozofije mladih pripravni-
kov v samostanu v Neversu, po dveh letih pa
predstojnik samostana Place Royale v Pari-
zu, kjer je ostal do smrti leta 1648.
Mersenna je od otroskih let zanimala ma-
lematika in z njo se je ves ¢as
tudi ukvarjal. Leta 1623 je
izdal prvi dve razpravi iz teo-
logije, v katerih je med dru-
gim pred napadi drugih teo-
logov branil Galileija in Ari-
stotela. Svoje globoko pre-
prianje, da teologija brez
znanosti, posebno matemati-
ke, ne more napredovati, je
opisal v knjigi La vérité des
sciences (Resnica znanosti).
V tem Casu je Ze postal glav-
ni dopisovalee mnogih zni-
nih matematikov — lahko bi

Marin Mersenne (1555 1o44)
S ————

rekli, da je bil predhodnik intraneta za s

cartesa, Fermata, Huygensa, Pella, Galileij
Torricellija, Huygensa, Robervala, Gasien

dija in druge. Na zacetku se je najvec ukvi

jal s krivuljo cikloido, kasneje pa s prasievili
oblike 22 — 1, kjer je p prastevilo. Po njen w
imenujejo Mersennova prastevila.

oy

Mnogo srednjeve$kih matematikov o bl
prepriéanih, da so vsa Stevila oblike 2 |
pri prastevilskem p prastevila. Mersenne j@ &
razpravi Cogitata Physica-Mathematio
(1644) postavil trditev, da so Stevily ohiike
n=2" - 1 prastevila, de jep =2, 3, 5, L, 1}
17, 19, 31, 67, 127 in 257, v vseh drugih 4‘
primerih prastevil do 257 pa sestayljenn S
vila. Sele leta 1947 je bilo dokoncno jasis
da se je zmotil le v 5 primerih (Stevili 67 0
257 ne pripeljeta do praStevil, tri Sevils 61
89 in 107, ki pripeljejo do prastevilshon S
vila n, pa je zgresil). Zagovorniki Merssmi
sodijo, da je bilo Stevilo 67 le slabo supisang
Stevilo 61 in da je bilo pomot v sl i

Mersennova prastevila so povezii il
popolnimi Stevili, ki jih je prouceval o
gora. To so Stevila, ki so enaka viotl Suiily
pravih deliteljev. Prva §tiri taka Stevile, BES8
jih poznali Ze v antiki, so:

6=1+2+3,

28=1+2+4+7+14, !

496=1+2+4+8+16+31+62+ |24 4 0

B8128=1+2+4+8+16+32+ 644 |37 ti“t
+ 508 + 1016 + 2032 4 4084

Pri iskanju splofne [
le je Bvklid prigel do nuslal
njega pravila: vsolo prvil
treh potenc Stevila 2 (ki @
prastevilo 1 + 2 + 4 &8
pomnozimo z zacnjim 4 W
dobimo 7 - 4 = 28,

Pravilo deluje tudi v ni
slednjih primerih (le di se
Stejemo vedno po eno poten
co ved),
14244484+ 16w31,
a1 016 = 496,

@ N OGN —

| p (eksponent) Stevilo Stevk Leto  Odkritelj

2,227
3,22-1
525-1
7,2 -1

13

17

19

31

61

89

107

127

521

607

1.279
2.203
2.281
3017
4.253
4.423
9.689
©.941
11.213
19.937
21.701
23.209
44.497
86.243
110.503
132,049
216.091
756.839
859.433
1.257.787
1.398.269
2.976.221
3.021.377
6.972.593
13.466.917
20.996.011
24,036,563
25,964,981
30,402,487

27
33
39
157
183
386
664
687
969
1281
1332
2917
2993
3376
6002
6533
6987
13395
25962
33265
39751
65050
227832
258716
378632
420921
895932
209526
2098960
4053946
6320430
7235733
JU14230

1456
1588
1588
1772
1883
1911
1914
1876
1952
1952
1952
1952
1952
1957
1961

1961

1963
1963
1963
1971

1978
1979
1979
1982
1988
1983
1985
1992
1994
1996
1996
1997
1998
1999
2001

2003
2004
2005
2005

anonymous
Cataldi

Cataldi

Euler

Pervushin

Powers

Powers

Lucas

Robinson
Robinson

Robinson
Robinson
Robinson

Riesel

Hurwitz

Hurwitz

Gillies

Gillies

Gillies

Tuckerman

Noll in Nickel

Noll

Nelson in Slowinski
Slowinski

Colquitt in Welsh
Slowinski

Slowinski
Slowinski in Gage
Slowinski in Gage
Slowinski in Gage
Armengaud (GIMPS)
Spence (GIMPS)
Clarkson {GIMPS)
Hajratwala (GIMPS)
Cameron (GIMPS)
Shafer (GIMPS)
Finc"ey (GIMPS)
Nowek (GIMPS)

Conpor in Boone (GIMPS)

Ker velja, daje 1 +2 +
+4+. +26 =2k 1 se
izrek na splogno glasi ta-
kole: »Ce je dtevilo 2% — 1
prastevilo (oz. Mersenno-
vo praStevilo), potem je
2k=1.(2¥_ 1) popolno §te-
vilo.« Hkrati z novim, 43.
Mersennovim prastevilom
poznamo sedaj tudi 43.
popolno §tevilo 230402436 ,
(230402457 1y: 10 7ares ve-
likansko §tevilo ima kar
18.304.103 Stevke.

Najbrz je Ze marsikdo
pomislil, Cemu se je vred-
no toliko ukvarjati s pra-
Stevili, ali pa, da vse sku-
paj Ze spominja na igra¢-
kanje. Morda je to Se ve-
ljalo za Pitagoro in njego-
vo druZbo 500 let pr. Kr,,
ki so delovanje sveta raz-
lagali s Stevili. Od takrat
naprej pa so se poklicni in
amaterski matematiki zelo
resno ukvarjali s to pod-
mnoZico naravnih $tevil,
odkrili celo vrsto njihovih
¢udovitih lastnosti in po-
stavili na kupe hipotez, od
katerih veliko Se ni potrje-
nih. Sele v 20. stoletju se
je pokazalo, da so praste-
vila tudi uporabna: brez
njih ne gre v kriptografiji
pri kodiranju z javnim
kljuéem oziroma kodira-
nju RSA.

Kodiranje RSA so leta
1977 iznagli Ronald Ri-
vest, Adi Shamir in Leo-
nard Adleman (po zadet-
nicah njihovih priimkov
se kodirni kljué¢ tudi ime-
nuje). Danes ga dnevno

uporabljnjo miljoni Ludi




Oseba A bi rada poslala osebi B sporoci-
lo, npr. Stevilko 71 omarice na zelezniski po-
staji. Proces se zacne tako, da oseba B izbe-
re dve (veliki) prasStevili, recimo p = 11 in
q = 13. Njun produkt je 143 in to Stevilo
Jjavno objavi. Potem izrac¢una produkt (p - 1) -
- (q - 1) = 120 in izbere Stevilo e, ki je tuje
Stevilu 120, denimo e = 7. Tudi Stevilo e je
Jjavno. Sedaj mora resiti enacbo z dvema nez-
nankama (imenuje se tudi Diofantska enac-
ba) 7d - 120 y = 1 in kot resitev dobi Stevili
d =103 in y = 6. Stevilo 103 je skrivno de-
kodirno Stevilo.

Oseba A pozna Stevilo, ki ga mora zakodi-
rati, in javni Stevili 143 in 7. Stevilo zakodira
tako, da izracuna ostanek pri deljenju Stevila
717 s Stevilom 143. To Stevilo je 124 in ga
poslje osebi B.

Za dekodiranje stevila 124 mora oseba B
izradunati ostanek pri deljenju 3tevila 124103
s Stevilom 143 in s tem dobi poslano skrivno
Stevilo 71.

Racunanje seveda opravi racunalnik s po-
mocjo posebnega programa, in ¢e poznate
osnove kongruenénega rac¢una, silahko ogle-
date postopek od zadnjega konca:

717 = 143 k + 124
717=(11.13.q) + 124=0 + 124 (mod 11)

(711)'%% m 124'°% (mod 11)
7-103=1+120.6

(7]7)103 - 7]7 103 _ 71] + 1206
=170 7RSSR R (R

Ker velja D(11,71) = 1, dobimo po mualem
Fermatovem izreku: n”~!=1 (mod p)

(717%1°=1 (mod 11)

124103 = (717193 = 71 . (71720 T
=71 (mod 11)

1249 _ 71 =0 (mod 11),

torej 11 deli Stevilo 1241°% — 71, pa tudl 11
deli to Stevilo. In ker sta 11 in 13 tujl, tull
njun produkt deli to Stevilo, torej je aslansh
pri deljenju Stevila 12493 5 143 enak 71 \

Sedaj je tudi laZje razumeti, zaka] 5o vell
ka prastevila tako pomembna. Za kodiiniis
potrebujemo dve dovolj veliki prastevill,
ceprav je kodirni kljuc¢ znan, v dolocensim £a
su (npr. mesec dni), Se tako dober radunalnil
s Se tako dobrim programom ne more 18 i
nega produkta poiskati obeh fakliorjew F
enem mesecu pa oblikujejo kodo 2 diughng
dvema velikima prasteviloma - In shilpia
svet« se vrti naprej.

Jri e-poslovanju, e-podtnih sporocilih,
e-kupovanju, e-banénistvu itd. Kako po-
membno je tovrstno kodiranje, pove tudi
pedatek, da so podjetje Data Security, ki se
je ukvarjalo s promocijo in prodajo storitev
RSA, Ze pred leti prodali za 400 milijonov
dolarjev. S praStevili se torej da tudi poste-
no zasluZziti.

V teoriji praStevil so doslej postavili Ze
zelo veliko trditev in jih prav tako zelo veli-
ko tudi resili. Kljub temu ostajajo nekatere
e nereSene, stalno pa nastajajo nove. Ena
najstarejSih nereSenih je Golbachova domne-
va. Leta 1742 je pruski matematik Christian
Golbach poslal Leonhardu Eulerju (ZIT
2003/9, str. 66), tedanji matematiéni avtori-
teti, pismo s trditvijo: »Vsako sodo naravno
Stevilo, ki je vecje od 2, lahko zapisemo kot
vsoto dveh praStevil (ki sta lahko tudi enaki;
op. avt, ).«
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4=2+2

6=3+3

8=3+5
10=3+7=5+5
12=5+7

14=3+11=7+7

Ceprav so se z iskanjem dokazi Uk v
li in se e ukvarjajo najslavnejSi matemi
ki Euler, Hardy, Littlewood, Vinogriadas
Chen, Estermann in drugi, in je anglethl
zaloZnik Tony Faber za uspeSen dokaz v &

tu 2000 razpisal nagrado milijon dolijes:
se ni oglasil Se nobeden. Kot se je pokasila
Ze mnogokrat, so dokazi na videz prepio

stih trditev v teoriji Stevil najlezji: v nusein
primeru je refitev po vsej verjetnosti pove
zana 7 generalizirano Riemannovo hipole
20, eno najbolj slavnih ugank matematicne
Basveta,

7 reditvijo Colbaehove domneve je najbrz
povezana i rekitey vpraiana o Stevilu pra-
Stevilskih dyvojckoy, To so pari prastevil obli-
ke p in p + 2, 7 katere domnevajo, da jih je
neskon¢no mnogo. Kako trd boj bijejo mate-
matiki, dokazuje zgodba o ameriskem mate-
matiku Richardu Arenstorfu, ki je maja 2004
na 38 straneh objavil domnevno refitev tega
problema, Ze Sez en teden pa je Michel Bala-
zard 7 univerze v Bordeauxu na strani 35 v
pomoZnem izreku nadel napako. Najbrz Se
vedno ugotavljajo, ali je mogoCe napako po-
praviti oz, nadomestiti izrek z drugim po-
mo’nim izrekom, ali pa je napaka usodna.

Palindromna praitevila so prastevila, ki se
berejo enako z desne in leve in s0 razlicica
palindromnih stavkov, kot npr. »PERICA
REZE RACI REP«, »SATOR AREPO
TENET OPERA ROTAS« (ZIT 2006/4, str.
47) in ¥e malo bolj &mn »ALI SE BO GOR-
DANA NA DROG OBESILA« ter obeSe-
njagki »ATA KIDNI S SINDIKATA«.

Nekaj prvih palindromnih prastevil si sle-
di takole: 2, 3, 5, 7, 11, 101, 131, 151, 181,
191, 313, 353, 373, 383, 727, 757, 787,797,
919, 929, 10301, 10501, 10601, 11311, itd.
0Od novembra 2004 najve¢je znano palin-
dromno pratevilo (zapisano v potencni obli-
ki) je 101322 4 3761673 - 109°%% + 1 nic ne
pove o tem, ali jih je neskonéno ali kon¢no
mnogo. Zato bo treba na odgovor na to vpra-
Sanje §e potakati. Posebno zanimivo je, da so
nekatera pratevila nepalindromi v desetis-
kem zapisu, v dvojiskem pa so palindromi:

7 2
11 11
929 101
98689 10301
9989899 1003001
999727999 100030001
99999199999 10000500001
9999987899999 1000008000001
999999787999999 100000323000001
99999999299999999 10000000500000001
9999959992999959999  1000000008000000001

palindromna piramidna prastevila J

’7 188888881 111181111 323232323
19999999 111191111 727272727
355555553 777767777 9191921919

platojska 8-cifrna izmeniéna
pradtevila prasfevila prattevila
123484321 120343021 765404567
345676543 354767453 987101789
345686543 759686957 987646789
gorata delno dolinska
prastevila zaporedna prastevila
prastevila
[

Primer zase je pradtevilo
1023456987896543201,

prav tako zanimivo prastevilo, ki ni palin-
drom, pa je
12345678901234567891.

Ker se re§evanje ve¢ odprtih prastevilskih
problemov vlece Ze stoletja, nekateri strokov-
njaki menijo, da se lahko zgodi, da bo njiho-
va refitev povezana s kakino preprosto meto-
do, ki vrhunskim matematikom e ni prislana
misel, lahko pa bi morda kak8nemu razsvet-
Jjenemu amaterju. Zato kar veselo na delo!

31 73

Yoz gzl 257

| ais iis ilies

11111[1001001

17
10001

1101011\1111111 \100000001|100111oo1 110111011[10010101001

Po drugi strani imajo ve-
selje s temi §tevili tudi zane-
senjaki amaterji, ki med nji-
mi i¥¢ejo posebne vzorce in
posebnosti. Mednje spadajo
palindromna piramidna Ste-
vila in &tevilne podyrste pa-
lindrommih prastevil s sliko-
VLI e

D T e

www.mersenne.org (vse o tekmovanju GIMPS)

primes.utm.edy/mersenne/index.himl (Mersennova prastevila)

| www-groups.des.st-and.ac.uk/ehistory, HistTopics/ Perfect_ numbers.htm! {popolna $tevila)
en.wikipedia.org/wiki/Goldbach%27s_conjecture (o Golbuchovi domnevi) "
. jimloy.com/number/twin.him (prastevilski dvojcki)
numbers. computation.free.fr/ Constants/Primes/win. htm! (prastevilski dvojcki)
members.cox.net/mathmistakes/palindromes. htm {palindromna tevila) ‘
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